
 آیندهایی که از ذرات تبادلی به وجود مینگاه کلاسیک به نیرو

 )دانشگاه صنعتی شریف( عراقی)دانشگاه صنعتی اصفهان(، سامان مقیمی فرهنگ لران

های بنیادی این است که این نیروها حاصل تبادل ذرات دیگری است. مثلا تصویر ما از بسیاری از نیرو

آورند. این ای را به وجود میهای هستهشوند یا ذرات دیگری نیرویتبادل فوتون باعث نیروی الکتریکی م

شود. در این مقاله همین مفهوم را در چارچوب ی میدان کوانتمی بررسی میها عمدتا در چارچوب نظریهتصویر

وشنی مایه آن را به ری میدان کوانتمی، جانهای نظریهگیدهیم تا به دور از پیچیدمکانیک کلاسیک ارایه می

 ببینیم.
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شود. به درنگ بر اجسام دور و نزدیک اعمال میرا ارایه کرد، دیدگاهش این بود که اثر نیرو بی وقتی نیوتن قانون گرانش عمومی

ی گرانش نیوتنی کنش از دور است. مثلا فرض کنید که به ناگاه کل جرم خورشید نیست و شود که نظریهاصطلاح گفته می

شود و پس از آن حرکت زمین کم و بیش ، نیروی گرانشی وارد بر زمین حذف میطبق این نظریه، در همین لحظه نابود شود.

های بسیاری شد تا شکل این نگرش تغییر سازگار نیست و تلاشخاص روی خط راست خواهد بود. طبیعتا این نگرش با نسبیت 

. اگر به شکل یا بهتر بگوییم الکترومغناطیسینیروی الکتریکی  ارد:وجود د مشابه نیروی گرانشیدر طبیعت نیروی دیگری کند. 

همین مشکل را دارد. یعنی اگر بار الکتریکی، جایی تغییر کند، اثر این نیروی الکتریکی هم  قانون کولن به این نیرو نگاه کنیم،

که کاملا الکترومغناطیس، و نه قانون کولن،  کاملی شود. خوشبختانه ساختار نظریهتغییر در لحظه در تمام نقاط دنیا دیده می

است. ایده به طور خلاصه این است: اگر جایی بار الکتریکی تغییر کند، این مساله را حل کردهمنطبق بر نسبیت خاص است، 

شود، می شود. این تغییرات میدان عملا باعث ایجاد موج الکترومغناطیسیاطراف این بار عوض می مغناطیسیمیدان الکتریکی و 

شود شود و در نهایت باعث میهای الکترومغناطیسی با سرعت نور در اطراف منتشر میوخیز به وجود آمده در میدانیعنی افت

ای از فضا دهیم، اثر آن که میدان الکتریکی در نقاط مختلف دنیا تغییر کند. با این دیدگاه، اگر تغییری در بار الکتریکی در نقطه

تا و نقطه را بپیماید باید صبر کنیم ای که نیاز است تا نور مسافت این دشود، بلکه به اندازهای دیگر دیده نمیهدرلحظه در نقط

-میدان و میدان-بار تبدیل شده است به کنش بار-ی کنش بین باربه این ترتیب نظریه ی دوم دیده شود.اثر این تغییر در نقطه

 است.اله را حل کردهبار و همین واسطه قرار دادن میدان مس

گرانش  این سازگاری را داشته باشند.ای هم باید اما تنها نیروی طبیعت نیروی الکترومغناطیسی نیست. گرانش و نیروهای هسته

جرم، به -آورد که از شکل برهمکنش جرمی نسبیت عام عملا این چارچوب را به وجود میای دارد و نظریهداستان پیچیده

ای با های هستههای گرانشی منتشر شوند. نیروها به صورت موجوخیزجرم برویم و افت-زمان و فضازمانفضا-برهمکنش جرم

ی میدان کوانتمی را شناخته اند. بررسی کمیّ این نیروها زمانی انجام شد که دینامیک کوانتمی و نظریهنگاه متفاوتی دیده شده

ی ایجاد ای وجود دارد که واسطهشد: ذرهای دیگر دیده میطیس به گونهی الکترومغنابودیم. در این دینامیک، حتی مساله

ی باردار با هم برهمکنش الکترومغناطیسی دارند، از یکی از ذرات برهمکنش الکترومغناطیسی است، فوتون. یعنی وقتی دو ذره



فوتون تبادلی البته برای خود داستانی یکی به دیگر منتقل شود. این شود که تکانه شود و باعث میمی فوتونی به دومی ساطع

 کند. ی استاندارد بین بسامد و طول موج را ارضا نمیای مجازی است چون رابطهگوییم ذرهدارد، مثلا اصطلاحا می

ها بودند شدند مزوناش ذراتی که مبادله می. در نگارش ابتداییاستای هم به کار رفتههستههای همین ایده، برای توصیف نیرو

. به [۱] هاای قوی، گلوئونهستند و برای نیروهای هسته ±Wو  Zای ضعیف ذرات در نگارش کنونی، برای نیروی هستهو 

شود هم در همان میهایی که پاسخ داده ی میدان کوانتمی بوده و در نیتجه نوع پرسشگیری این ایده کلا در چارچوب نظریهکار

ای رد های پایین پتانسیل موثر بین موجوداتی که چنین ذرات تبادلیر حد انرژیچارچوب است. هر چند که با همین نگرش، د

ی میدان کوانتمی پیمود. ای در نظریهآید. برای رسیدن به این توصیف و این نگاه باید راه طولانیکنند به دست میو بدل می

هایی که در نیک کلاسیک است، به دور از پیچیدگیایم، باز کردن همین مساله در چارچوب مکاچیزی که ما در این مقاله نوشته

 ی میدان کوانتمی وجود دارد. نظریه

هایی مهم و جذاب فوت و فنها و است که اگرچه به نظر ما مفهوم فوت و فننیاز به استفاده از چند مفهوم و در این مسیر 

کنیم د. برای همین از این فرصت حسن استفاده را میشوها پرداخته میهستند، اما در روال عادی آموزش دانشگاهی کمتر به آن

هایی را باز کنیم و حتی در مساله فوت و فنای که بالاتر مطرح کردیم، این چند مفهوم و ی حل مسالهکنیم به بهانهو سعی می

 هایی مثل انتشارگر، و کنش موثر. به نسبت پیش پا افتاده و غیر معمول به کار بگیریم: مفهوم

 

 ش الکترومغناطیسکن ۲

بریم و هیچ طور که گفتیم کلا مساله را کلاسیک جلو میالکترومغناطیس را در نظر بگیریم. همان یمساله ،بیایید برای شروع

شود. ی ماکسول داده میهای الکتریکی و مغناطیسی با چهار معادلهمعمولا توصیف میدان کنیم.ای را بررسی نمیاثر کوانتمی

در پی بگیریم، توصیف الکترومغناطیس با استفاده از دینامیک لاگرانژی است. بنابراین باید کنشی خواهیم که ما می اما رهیافتی

ی میدان روبرو هسیتم، لاگرانژی های ماکسول به دست آید. از آنجا که با یک نظریهبنویسیم که با وردش گرفتن از آن معادله

 :[۱] شودتعریف میها دستگاه به صورت انتگرال روی میدان

(1) 
𝐿 = ∫ 𝑑3𝑥 (−

1

4𝜇0
 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 + 𝐴𝜇𝐽𝜇) + 𝐿matter. 

 
 

ها، و ایم، قسمت مربوط به میدانلاگرانژی را دو قسمت کردهبگذارید کمی در مورد این لاگرانژی صحبت کنیم. اول این که 

ای با جرم ایم که مثلا اگر باری نقطهنشان داده 𝐿matterی که بار الکتریکی دارد. این قسمت دوم را با اقسمت مربوط به ماده

𝑚  ای مانند باشد لابد جمله
1

2
𝑚 (

𝑑𝑟𝑚

𝑑𝑡
)

2

ای گر هماهنگ سادهنوسان به عنوان مثال مکان آن ذره است. 𝑟𝑚دارد که در آن  

گر مشابهی است نظیر نوسان 𝐿matterگاه است. آن 𝑞ی آن را در نظر بگیرید که بار الکتریکی وزنه 𝑘 فنر و سختی 𝑚به جرم 

کند در واقع خودش دو بخش ای که دینامیک میدان را توصیف میتکه با همان جرم و سختی فنر که بار الکتریکی نداشته باشد.

وی و البته تاثیر میدان رها ی اول داخل انتگرال و دومی تاثیر بار روی میدانمله، یعنی جهاستدارد. یکی فقط مربوط به میدان

:𝐽𝜇های چاربردار  مولفه(. 𝐽𝜇ی باردار )( و هم حرکت ذره𝐴𝜇.  در این جمله، هم میدان ظاهر شده )هابار = (𝑐𝜌, 𝐽)  با چگالی



ی الکترومغناطیس، در شکل لاگرانژی مساله سرعت نور است. 𝑐 شوند کهداده می 𝐽و چگالی جریان الکتریکی  𝜌بار الکتریکی 

های چاربردار پتانسیل  ی قانونی دراین مساله مولفهمختصه های الکترومغناطیسی نیستند، بلکهمیدان ،های دینامیکیمختصه

𝐴𝜇: = (
𝜙

𝑐
, 𝐴)  است که با پتانسیل الکتریکی𝜙 و پتانسیل برداری 𝐴 چندان نگران بالا و پایین بودن در ضمن  شوند.داده می

دهد این کنیم، تنها اتفاقی که با بالا و پایین بردن رخ میها نباشید. با توجه به این که در چارچوب نسبیت خاص کار میاندیس

 گیرد.ی زمانی( منفی میی صفر، )یعنی مولفهاست که مولفه

شود. تعریف این تانسور به این صورت هاست هم با تانسور شدت میدان بیان میوط به خود میداناز لاگرانژی که مرب آن قسمت

 است:

(2) 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 ,  

𝑥از چاربردار مکان  𝑥𝜇ی ای نسبت به مولفهپارهمشتق  𝜇��که منظور از  ≔ (𝑐𝑡, 𝑥⃗) بالا و پایین  باز هم اضافه کنیم کهت. اس

 ها ساده است:کردن اندیس

𝐹𝛼𝛽 ≔ 𝜂𝛼𝜇𝜂𝛽𝜈𝐹𝜇𝜈  

𝜂که  = diag(−1,1,1,1) های زمانی یک منفی ظاهر ردن مولفهبار بالا و پایین بیعنی به ازای هر  متریک مینکوفسکی است

 :را داردریکی و میدان مغناطیسی های میدان الکتمولفهتانسور شدت در دل خود . شودمی

𝐸𝑖 = −𝑐𝐹0𝑖

𝐵𝑖 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝐹𝑗𝑘
 

با توجه به این که . های فضایی هستندفقط مربوط به قسمت 𝑘 و 𝑗و  𝑖های و اندیس چویتا است-ی تانسور لوینماینده 𝜖𝑖𝑗𝑘و 

 :به این صورت بنویسیملاگرانژ -ی اویلرمعادلهایم، باید یسی گرفتههای الکترومغناطهای دینامیکی دستگاه را پتانسیلکمیت

(3) 
𝜕

𝜕𝑡

𝛿𝐿

𝛿[𝜕𝑡𝐴𝜇(𝑥)]
−

𝛿𝐿

𝛿𝐴𝜇(𝑥)
= 0  

 

𝜇𝐹𝜇𝜈��گوید این معادله می = −𝜇0𝐽𝜈 های الکتریکی و حسب میدان ، کافی است آن را بری ماکسول استکه همان معادله

𝐴 الکترواستاتیک را در نظر بگیریم که در آنبه عنوان مثال بگذارید . مغناطیسی باز کنیم = 𝐽و  0 = 𝑡𝜙��و  0 = . به این 0

𝐹𝑖𝑗داریم  ترتیب = 𝐹𝑖0و  0 =
1

𝑐
𝜕𝑖𝜙ی بالا در این حالت عبارت است از:ی معادلهشده . ساده  

(4) 
1

𝑐
∇2𝜙 = −𝜇0𝑐𝜌 

 
 

𝑐2جا که از آن = (𝜇0𝜖0)−1 توانید ببینید که معادلات کلی هم می در حالتی پواسون است. بینیم که این همان معادلهمی

هایی که آید، آنرا بگوییم، دوتا از معادلات ماکسول از این معادله به دست میآید. راستش ( به دست می3ی)معادله ماکسول از

∇های معادله بار و جریان الکتریکی دارند. × 𝐸⃗⃗ = −𝜕𝐵⃗⃗/𝜕𝑡   و∇ ⋅ 𝐵⃗⃗ = شوند که فرض مستقیما از این ناشی می 0

  ها نوشت.شود بر حسب پتانسیلهای الکترومغناطیسی را میایم میدانکرده



خواهیم بکنیم این است که ی کلاسیک الکترومغناطیس بپردازیم. کاری که میخواهیم به بررسی کامل نظریهنوشتار نمیدر این 

ی میدان الکترومغناطیسی را حل کنیم، حل آن را در همین لاگرانژی قرار دهیم و حاصل کار بشود ( جواب مساله1از لاگرانژی )

های الکتریکی چنین برهمکنشی وجود لاگرانژی موثر برای ماده. آن وقت بگوییم کل مساله شبیه به این است که بین بار یک

های ساده این مطلب را باز کنیم از مثالها کاربرد دارد. برای همین سعی میدارد. ساختن لاگرانژی موثر در بسیاری از مساله

ترین مساله در فیزیک که غیر بدیهی باشد چیست؟ نوسانگر دهیم دقیقا چیست. سادهکنیم تا بفهمیم کاری که انجام می

های فیزیک دستاوردداشت شاید اصولا به بسیاری از هماهنگ. نوسانگر هماهنگ به قدری در فیزیک مهم است که اگر وجود نمی

 های کنش موثر را واضح کنیم.هنگ ایدهی نوسانگر هماکنیم با در نظر گرفتن مسالهرسیدیم. در بخش بعد سعی مینمی

 

 کنش موثر ۳

کنند. برای دانستن این نیروها وارد می برای بررسی رفتار یک جسم نیاز است که بدانیم اجسام که دور و بر چه نیروهایی به آن

حرکت این اجسام دور و بر ها را هم حل کنیم. گاهی ی حرکت آنبه عبارتی باید معادله باید بدانیم مکان این اجسام چیستند،

کنیم یا به دقت یا به مان را متمرکز کنیم به جسم اصلی. برای همین سعی میخواهیم توجهچندان برای ما اهمیت ندارد و می

قرار دهیم. بگذارید  ی اجسام دور و بر را حل کنیم و حاصل حل را به صورت برهمکنشی موثر روی جسم اصلیطور تقریبی مساله

ی ی فقط دو ذره که با هم برهمکنش دارند را بررسی کنیم و سعی کنیم معادلهها شروع کنیم. مثلا مسالهترین حالتاز ساده

شود به این دار را میی برهمکنشحرکت یکی را حل کنیم و برای دیگری کنش موثر بنویسیم. به طور کلی لاگرانژی دو ذره

 صورت نوشت:

(5) 𝐿[𝑥1, 𝑥2] ≔ 𝐿1[𝑥1] + 𝐿2[𝑥2] + 𝑉int(𝑥1, 𝑥2).  

 

𝑖شود که داده می 𝐿𝑖در نبود دیگری با لاگرانژی ها از ذرهرفتار هر کدام   = با هم گی را شدها است. جفتبرچسب ذره 1,2

,𝑉int(𝑥1کنشی پتانسیل برهم 𝑥2) ی دوم به خودی خود چندان باشد و حرکت ذره ۱ی رفتار ذره ان رویمتوجه رگا. ایمداده

پاسخ  به دست بیاوریم. 𝑥2(𝑡) را حل کنیم و ۲ی ی حرکت ذرهسعی کنیم اول معادله توانیممیاهمیتی برایمان نداشته باشد، 

𝑥2 به دست آمده را، که با
(𝑐)(𝑡)  به جای  ،دهیممی اشنشان𝑥2  در𝐿 ،رسیم که دینامیک ای میبه لاگرانژی تازهدهیم و قرار می

 ی کار واضح شود.بگذارید با مثال جلو برویم تا شیوهکند. را تعیین می ۱ی ذره

 𝑚1های آهنگ ساده به جرمگر همدو نوسانگر هماهنگ است. ترین مساله در فیزیک، نوسانتر گفتیم، سادهطور که پیشهمان

𝑘1سختی فنر و  𝑚2و  = 𝜔1
2𝑚1  و𝑘2 = 𝜔2

2𝑚2  را با فنری به سختی𝜅 ایم. در این مساله به هم جفت کرده 

(6) 𝐿[𝑥1, 𝑥2] =
𝑚1

2
(𝑥̇1

2 − 𝜔1
2𝑥1

2) +
𝑚2

2
(𝑥̇2

2 − 𝜔2
2𝑥2

2) − 𝜅𝑥1𝑥2  

دقت کنید که در این ی یک به دست بیاوریم. را از این لاگرانژی حذف کنیم و لاگرانژی موثری برای ذره 𝑥2خواهیم متغیر می

𝐿1مساله  =
𝑚1

2
(𝑥̇1

2 − 𝜔1
2𝑥1

𝐿2و  (2 =
𝑚2

2
(𝑥̇2

2 − 𝜔2
2𝑥2

𝑉intو  (2 = −𝜅𝑥1𝑥2 .را  ۲ی رکت برای ذرهحی ادلهعم

  نویسیم:می



(7) 𝑥̈2 + 𝜔2
2𝑥2 = −

𝜅

𝑚2
𝑥1  

توانیم این مساله ی اول را ندانیم نمیمتاسفانه تا وقتی که مکان ذرهایم. اما این معادله دقیق است و تا اینجا تقریبی به کار نبرده

 𝑥1بست رسیده است. اما این طور نیست. کافی است که بتوانیم به ازای آید که سازوکارمان به بنمیرا حل کنیم! پس به نظر 

ی اولیه گر هماهنگ این است که این کار شدنی است. اصولا اگر مسالهی نوسانی بالا را حل کنیم. خوبی مسالهدلخواه، معادله

تر بشود دنبال کرد، رساند. برای این که مقاله را راحتبه مفهوم انتشارگر میی معروفی دارد که ما را خطی باشد این کار شیوه

های هایی که در آن حل شده در مسالهای که در انتهای جعبه آمده و مثالایم. در نهایت، از نتیجهای آوردهاین مفهوم را در جعبه

 کنیم.این مقاله استفاده می

 جعبه: انتشارگر
 

های فیزیکی، به خصوص در کنیم. این مفهوم در بسیاری از مسالهی ساده را بررسی میگر دو مسالهدر این جعبه، انتشار

ی دیفرانسیل خطی دلخواهی را در نظر بگیرید، مثلا معادله شود.ی میدان مربوط است، دیده میمسایلی که به نظریه

𝐿[𝑥(𝑡)] = گیرد چیست، یعنی جواب تگی خارجی قرار میخواهیم ببینم حل این معادله وقتی در معرض واداش. می0

𝐿[𝑥(𝑡)]ی معادله = 𝑓(𝑡)  هایی برای فضای پایه»را بیابیم. از آنجا که معادله خطی است، کافی است که جواب را به ازای

اید حل کنیم که ی توابع دلتا نامید. با این اوصاف این مساله را بشود مجموعهترین نوع این توابع را میبدانیم. ساده« توابع

شود. ای بزنیم، این ضربه چگونه در زمان منتشر میکند، ضربهمان پیروی میی دیفرانسیل خطیاگر به دستگاهی که از معادله

مورد نظر از جنس  شود پارامتر تابعهیم دید، میطور که خوالزوما زمان باشد، مثلا، همان 𝑡البته لزومی ندارد که پارامتر 

ای چشمه قرار دهیم، تاثیر میدانش در نقاط مختلف چیست. مکانی باشد و سوال در واقع این باشد که اگر در نقطه هایپارامتر

گویند. شاید این موضوع شود، انتشارگر میکند رفتار این جواب در زمان )یا مکان( چگونه منتشر میبه جوابی که مشخص می

ی اصلی را جلو ببریم، مثال شن شدن مساله و همچنین برای این که مسالهرا با نام تابع گرین هم دیده باشید. برای رو

 زنیم.می

 

  آهنگ سادهگر هموسانن 

 اکثر خطی است،ی حدیک معادلهی واداشته گر هماهنگ سادهنوسان یمعادله

(8) 𝑥̈ + 𝜔2𝑥 =
𝑓(𝑡)

𝑚
  

جواب را به دست آوریم. اگر جواب را به ازای تابع دلتای دیراک در زمان دلخواه بدانیم،  𝑓اه خواهیم به ازای تابع دلخوو می

 ی آید. پس بیایید ابتدا معادلهها، تابع مورد نظرمان به دست میاز آنجا که معادله خطی است، با برهمنهی مناسب این جواب

(9) (
𝑑2

𝑑𝑡2
+ 𝜔2) 𝐺𝐴(𝑡, 𝑡′) = 𝛿(𝑡 − 𝑡′)  

 آید که. به دست می[۳و۲]آید. یک راه تبدیل فوریه گرفتن استرا حل کنیم. جواب این معادله به نسبت ساده به دست می

(10) 𝐺𝐴(𝑡, 𝑡′) =
𝜃(𝑡 − 𝑡′) sin 𝜔(𝑡 − 𝑡′)

𝜔
  

𝜃(𝑡 که − 𝑡′) شود:ی زیر داده میرابطهاست که با  تابع پله 

(11) 𝜃(𝑡 − 𝑡′) = {1 𝑡 > 𝑡′
0 𝑡 < 𝑡′

  

شود. به همین تا پیش از اعمال ضربه صفر است و بعد از آن اثر ضربه در زمان منتشر می 𝑥(𝑡)به خاطر وجود این تابع پله، 

,𝐺𝐴(𝑡ای تابع دو نقطهدلیل  𝑡′) ی وارد شده به نوسانگر در این تابع انتشار اثر ضربه ، به عبارتینامندرا انتشارگر پسینی می



را در این جواب عوض کرد  ′𝑡و  𝑡شد جای به عنوان یک حالت دیگر، می کند.های بعد از آن مشخص میرا در زمان ′𝑡زمان 

 پیدا کرد. و انتشارگر پیشینی )که به خاطر علیت غیر فیزیکی است( را

 شود:ی اصلی میبنابراین جواب معادله

(12) 𝑥(𝑡) = 𝑥(0) + 𝑥̇(0)𝑡 +
1

𝑚
∫ 𝑑𝑡′𝑓(𝑡′)𝐺𝐴(𝑡, 𝑡′)

∞

0

for 𝑡 ≥ 0  

 ایم.هم جمع کرده ها را بای ضربهایم و اثر منتشر شدهشماری ضربه فرض کردهرا به شکل تعداد بی 𝑓گوید تابع که می

های بزرگتر از صفر برابر ( به ازای زمان8)ی ایم این است که جواب معادلهای که به دست آوردهی نهاییپس در نهایت نتیجه

 است با:

(13) 𝑥(𝑡) = 𝑥(0) + 𝑥̇(0)𝑡 +
1

𝑚
∫ 𝑑𝑡′

𝑡

0

sin 𝜔(𝑡 − 𝑡′)𝑓(𝑡′)

𝜔
  

توان زد که در پایین به های فراوان دیگری می. مثالکنند نیستی که در زمان تحول میهایاما این روش فقط برای سیستم

 پردازیم.ها مییکی دوتا از آن

 

 نی پواسُمعادله

انسیل الکتریکی ناشی از چگالی پتگیریم. اکثر خطی در نظر میی حدبه عنوان معادله ی پواسُن رابه عنوان مثال دوم، معادله

 شود:ی پواسون داده میبار الکتریکی ساکن در خلا با معادله

(14) ∇2𝜙(𝑥⃗) = −
𝜌(𝑥⃗)

𝜖0
  

 بارت است از ی مرزی، عدانیم که پاسخ این معادله، صرف نظر از جملهمی

(15) 𝜙(𝑥⃗) = ∫ 𝑑3𝑥′
𝜌(𝑥′⃗⃗⃗⃗ )

4𝜋𝜖0‖𝑥⃗ − 𝑥⃗′‖
.  

ایم، ایم. به زبانی که ما در این جعبه گفتههای الکترومغناطیس دیدههمان جواب آشنایی است که در کتاب ،این جواب

ها جمع بزنیم. یعنی اول به دست بیاوریم و بعد روی این جواب قط در یک نقطهایم پتانسیل را به ازای وجود بار فخواسته

 ی معادله

(16) ∇2𝐺 = 𝛿3(𝑥⃗ − 𝑥′⃗⃗⃗⃗ )  

 [۴] شودایم که جوابش میرا حل کرده

(17) 𝐺(𝑥⃗, 𝑥⃗′) = −
1

4𝜋

1

‖𝑥⃗⃗⃗ − 𝑥⃗⃗⃗′‖
  

4𝜋‖𝑥⃗−)ای پیدا است که تابع دونقطهبا به دست آوردیم.  𝜙استفاده از این جواب تابع  و با − 𝑥⃗′‖)−1  ی معادلهانتشارگر

 است. پواسن 

خورد. میی بحث به دردمان ی پواسن تفاوت دارد اما در ادامهی خطی دیگری هم وجود دارد که اندکی با معادلهمعادله

چگالی بار الکتریکی ساکن در  پتانسیل الکتریکی ناشی ازتر است: سیته مساله را بیان کنیم که آشناریبگذارید به زبان الکت

 شود:ی زیر داده مییا در پلاسمای رقیق با معادله های مثبت و منفی آزاد دارد، و نمک که یون محلولی مانند آب

(18) (∇2 − 𝑘𝐷
2 )𝜙(𝑥⃗) = −

𝜌(𝑥⃗)

𝜖
,  

شود با همین روشی که این معادله را باز هم می  ی دیبای بنامیم.نامند. این معادله را معادلهمیرا عدد موج دیبای  𝑘𝐷که 

ای را حساب کنیم، یا همان انتشارگر بیان کردیم جواب داد. کافی است که پتانسیل به وجود آمده به خاطر وجود یک بار نقطه

 توانید ببینید که انتشارگر این معادله برابر است بابه راحتی میرا. 

(19) 𝐺𝐷(𝑥⃗, 𝑥⃗′) = −
1

4𝜋

𝑒−𝑘𝐷‖𝑥⃗⃗⃗−𝑥⃗⃗⃗′‖

‖𝑥⃗⃗⃗ − 𝑥⃗⃗⃗′‖
  



 شودی دیبای میو در نتیجه جواب معادله

(20) 𝜙(𝑥⃗) = ∫ 𝑑3𝑥′
𝜌(𝑥⃗′)𝑒−𝑘𝐷‖𝑥⃗−𝑥⃗′‖

4𝜋𝜖‖𝑥⃗ − 𝑥⃗′‖
.  

 مان خواهد خورد.دایم در مقاله به درسه انتشارگری که در این جعبه به دست آورده

 

 توانیم بنویسیم.گر. با نتایجی که از جعبه به دست آوردیم میی دو نوسانباز گردیم به مساله

(21) 𝑥2
(𝑐)(𝑡) = −

𝜅

𝑚2
∫ 𝑑𝑡′𝐺𝐴(𝑡, 𝑡′)𝑥1(𝑡′)

𝑡

0

  

𝑥2ایم که گی فرض کردهرای سادایم. بی بالا به دست آوردهرا در جعبه 𝐺𝐴که تابع انتشارگر 
(𝑐)(0) = 𝑥2̇و  0

(𝑐)(0) = 0 . 

شود کاری کرد که عملا نیاز به . می𝑥̇2وجود دارد و هم  𝑥2( بگذاریم. در این لاگرانژی هم 6باید این جواب را در لاگرانژی )

 کنیم:ویسی می( را به صورت زیر باز ن6را حذف کنیم. برای این کار، لاگرانژی ) 𝑥̇2داشته باشیم و اثر صریح  𝑥2دانستن 

(22) 
𝐿[𝑥1, 𝑥2] =

𝑚1

2
(𝑥̇1

2 − 𝜔1
2𝑥1

2) −
𝑚2

2
𝑥2(𝑥̈2 + 𝜔2

2𝑥2) − 𝜅𝑥1𝑥2

+
𝑑

𝑑𝑡
(

𝑚2

2
𝑥2𝑥̇2). 

 

 𝑥̈2هم پیدا شده. اما اگر توجه کنیم که پرانتزی که در آن  𝑥2م ی مشتق دوتر بیاید، چون حالا سر و کلهشاید به نظر پیچیده 

ی شود. از طرف دیگر، جملهخیالمان راحت میتا حدی ، است 𝑥1( فقط ضریبی از 7یعنی ) ی حرکتپیدا شده به ازای معادله

 ی دیگر یک جمله شود آن را دور انداخت. جدا از این،می رد وی حرکت ندادانیم سهمی در معادلهآخر مشتق کامل است و می

𝑥2گذاری با جایو  تدیگر کار تمام اس. 𝜅𝑥1𝑥2−وابسته است، آن هم ساده است:  𝑥2ماند که به می
(𝑐)(𝑡)  به جای𝑥2  در

𝐿[𝑥1, 𝑥2] آوریمبه دست می 

(23) 

𝐿(eff)[𝑥1] ≔ 𝐿[𝑥1, 𝑥2
(𝑐)(𝑡)]

=
𝑚1

2
[𝑥̇1(𝑡)2 − 𝜔1

2𝑥1(𝑡)2]

−
𝜅2

2𝑚2𝜔2
𝑥1(𝑡) ∫ 𝑑𝑡′ sin 𝜔2(𝑡 − 𝑡′) 𝑥1(𝑡′)

𝑡

0

 

 

 

𝑡های را در زمان ۱ی رفتار ذره« لاگرانژی موثر»این  >  کند. تعیین می 𝑥̇1(0)و  𝑥1(0)ازین های آغبر حسب شرط 0

درست است. « بود. ای بهترتر شد! همان لاگرانژی دو ذرهاین که پیچیده» گویید:خریم که احتمالا میاعتراضتان را به جان می

واب را از پیش کنند. اما خوبی این مثال این است که جای را به این روش حل نمیگاه چنین مسالهبه همین دلیل هم هیچ

طوری چه کند. پس بیایید بپرسیمهای قبلی را بازتولید میمان چگونه جوابتوانیم بررسی کنیم که روش تازهدانیم و میمی

هایی که از قبل ی جدید با چیزرا به دست آورد و آیا جواب معادله 𝑥1ی حرکت معادله 𝐿(eff)[𝑥1]شود از لاگرانژی موثر می

 را در نظر بگیرید( 23دانستیم یکی است یا نه. کنش موثری متناظر با لاگرانژی )می



(24) 

𝑆 ≔ ∫ 𝑑𝑡 𝐿(eff)[𝑥1]

= ∫ 𝑑𝑡 
𝑚1

2
[𝑥̇1(𝑡)2 − 𝜔1

2𝑥1(𝑡)2]

−
𝜅2

2𝑚2𝜔2
∫ 𝑑𝑡 𝑥1(𝑡) ∫ 𝑑𝑡′ sin 𝜔2(𝑡 − 𝑡′) 𝑥1(𝑡′)

𝑡

0

. 

 

 شودبا عبارت زیر داده میی یک ذرهی حرکت معادله

𝛿𝑆

𝛿𝑥1(𝑡1)
= 0 

ی جملهایم. نشان داده 𝑡1بینید که چرا مخصوصا زمان را با  کمی صبر کنید میلاگرانژ را بنویسیم. -ی اویلریعنی باید معادله

و بار دوم  𝑡را قرار داده، یک بار در زمان  𝑥1ای است که از انتشارگر آمده و درون خودش دو بار گیری جملهخت برای وردشس

بینیم، نسبت به آن مشتق بگیریم. ممکن است می 𝑥(𝑡1)حالا باید هر جایی که  گیریم.انتگرال میهم که روی آن  ′𝑡در زمان 

𝑡  برابر با𝑡1 ود و ممکن است ش𝑡′  برابر با𝑡1 رسیم که شود. اگر به دقت این وردش را بگیریم به این نتیجه می 

(25) 𝑥̈1(𝑡1) + 𝜔1
2 𝑥1(𝑡1) = −

𝜅2

2𝑚1𝑚2𝜔2
𝑃(𝑡1)  

 که  

(26) 𝑃(𝑡1) ≔ ∫ 𝑑𝑡′ sin 𝜔2(𝑡1 − 𝑡′) 𝑥1(𝑡′)
𝑡1

0

− ∫ 𝑑𝑡′ sin 𝜔2(𝑡1 − 𝑡′) 𝑥1(𝑡′)
∞

𝑡1

  

چه انتظاری داشتیم. از جواب به دست آمده ببینیم شود اندیس یک را با خیال راحت از زمان بیاندازیم. کنیم دیگر میفکر می

دانستیم که حرکت جسم یک، ترکیب دو نوسان است، زیرا دو مد نوسانی مستقل داریم. بنابراین باید از حل اصلی مساله می

هستند که خبر خوبی است.  خطی  𝑥1های بالا نسبت به ها را بدهد. معادلهمعادلات ناشی از روش جدید حل هم همین جواب

 تغییر کند که  𝑥1شود که نوسان مربوط به سانی از زمان. این باعث میوجود دارد و هم تابعی نو 𝑥1هم  𝑃(𝑡)اما در عبارت 

تعبیری اول  به صورت صریح نشان دهیم. خوب است را نکتهاین  بگذاریدخواهیم به وجود بیاید. ما میاست که دقیقا چیزی 

ی آید نگاه کنیم نتیجه( به دست می6نژی )هایی که از لاگراچیست؟ اگر به معادله 𝑃(𝑡)ارایه کنیم. به نظر شما  𝑃(𝑡)برای 

 هایاست. اما بیایید چشممان را روی این واقعیت ببندیم و فقط از معادله 𝑥2 متناسب باجالبی برای این سوال داریم: این کمیت 

 آید که:و به دست می گیریمدو بار مشتق می (26ی )ادلهمع( استفاده کنیم. از 26و ) (25)

(27) 𝑃̈(𝑡) ≔ −𝜔2
2𝑃(𝑡) + 2𝜔2𝑥1(𝑡).  

گیریم و در ( دو بار مشتق می26ی )کنیم و این بار از معادلهپوشی میاست. اما باز چشم 𝑥2ی حاکم بر این معادله عملا معادله

 شود که معلوم مینهایت 

(28) 
𝑑4

𝑑𝑡4
𝑥1(𝑡) + (𝜔1

2 + 𝜔2
2)𝑥̈1 + (𝜔1

2𝜔2
2 +

𝜅2

𝑚1𝑚2
) 𝑥1 = 0.  

𝑥1(𝑡)کنیمبرای حل این معادله فرض می = 𝐴 cos(Ω𝑡 + 𝜃) شود کهو معلوم می 

(29) Ω2 =
1

2
[𝜔1

2 + 𝜔2
2 ± √(𝜔1

2 − 𝜔2
2)2 +

4𝜅2

𝑚1𝑚2
].  



ایم درست و دقیق دست آوردهی دستگاه اولیه را دارد. پس کنش موثری که بهاین جواب در خودش دقیقا دو بسامد مشخصه 

 است. 

 

 

 

 

 

 ی سه جسم و دو فنر.طرح ساده از مساله ۱شکل 

 

را در نظر بگیرید که به  𝑚2و  𝑚1 ،𝑚های گاهی شامل جرم( دست۱مانند شکل )تر کنیم. دهبگذارید مساله را یک گام پیچی

گیریم ی میانجی در نظر میعنوان ذره را به 𝑚ی میانی به جرم اند. ما ذرهبه هم وصل شده 𝑘2و  𝑘1ترتیب با فنرهایی به سختی 

لاگرانژی موثری برای  ی جرم وسط،مان را معطوف به دو جسم چپ و راست کنیم، یعنی با حذف مختصهخواهیم توجهمیو 

 آوریم. لاگرانژی نخستین عبارت است از به دست  𝑚2و   𝑚1حرکت دو جرم 

(30) 𝐿[𝑥1, 𝑥, 𝑥2] =
𝑚1𝑥̇1

2

2
+

𝑚2𝑥̇2
2

2
+

𝑚𝑥̇2

2
−

𝑘1(𝑥 − 𝑥1)2

2
−

𝑘2(𝑥 − 𝑥2)2

2
,  

 نویسیمآن را به این صورت میایم، ی پیش به دست آوردهای که در مسالهبا توجه به تجربهکه 

(31) 
𝐿[𝑥1, 𝑥, 𝑥2] =

𝑚1𝑥̇1
2

2
+

𝑚2𝑥̇2
2

2
−

𝑚𝑥𝑥̈

2
−

𝑘1(𝑥 − 𝑥1)2

2
−

𝑘2(𝑥 − 𝑥2)2

2

+
𝑑

𝑑𝑡
(

𝑚𝑥𝑥̇

2
). 

 

ایم را به دست بیاوریم. خوشبختانه مساله را هنوز ساده انتخاب کردهی حرکت جرم میانی معادلهبرای رسیدن به هدفمان باید 

 خطی است: 𝑥ی حاکم بر و معادله

(32) 𝑚𝑥̈ = −(𝑘1 + 𝑘2)𝑥 + (𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2),  

را  𝑥̈کنیم این است با استفاده از این معادله، اش کرد. اما فعلا به حلش کاری نداریم. کاری که الان باید بشود حلو راحت می

ی جملهگذاری کنیم. طبیعتا از ( جای31)لاگرانژی در 
𝑑

𝑑𝑡
(

𝑚𝑥𝑥̇

2
کنیم و در پوشی میهم به دلیل مشتق کامل بودن چشم  (

 :رسیمبه لاگرانژی موثر مینهایت 

(33) 𝐿(eff)[𝑥1, 𝑥2] ≔ 𝐿[𝑥1, 𝑥(𝑐)(𝑡), 𝑥2] =
𝑚1𝑥̇1

2

2
+

𝑚2𝑥̇2
2

2
− 𝑉(eff)[𝑥1, 𝑥2; 𝑡]  

 که

(34) 𝑉(eff)[𝑥1, 𝑥2; 𝑡] ≔  
𝑘1𝑥1

2

2
+

𝑘2𝑥2
2

2
−

𝑥(𝑐)(𝑡)

2
(𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2).  

و  𝑥1اش کنیم، حتی با ندانستن توانیم حلکه خوشبختانه می است 𝑥ی حرکت پاسخ معادله 𝑥(𝑐)(𝑡)در این پتانسیل موثر، 

𝑥2 .با فرض  .کنیمز فوت و فن انتشارگر حساب میاین حل را با استفاده ا𝑥(𝑐)(0) = 𝑥0  و𝑥̇(𝑐)(0) =  آید:ست میبه د 0



(35) 

𝑥(𝑐)(𝑡) = 𝑥0 + 

                          
1

√𝑚(𝑘1 + 𝑘2)
 ∫ 𝑑𝑡′ sin [√

𝑘1 + 𝑘2

𝑚
(𝑡 − 𝑡′)] (𝑘1𝑥1(𝑡′) + 𝑘2𝑥2(𝑡′)).

𝑡

0

 
 

دست آمد، ولی اصل کار تحلیل این حل است. برای سادگی بیایید فرض خب، این مساله حل شد و لاگرانژی موثر به 

𝑘کنیم ≔ 𝑘1 = 𝑘2  و𝑚 = 𝑚1 = 𝑚2 .گر حل مساله به روش معمول را در خاطر داشته باشید، این دستگاه سه مد ا

ت. اگر در دستگاه مرکز جرم با سرعت ثابت روی خط راست اسنوسانی دارد. البته یکی که اصولا نوسانی نیست و حرکت مرکز

جرم بنشینیم، دو مد نوسانی در این دستگاه وجود دارد. یکی این که دو جسم چپ و راست مخالف هم حرکت کنند و جسم 

ی نوسانی فاز با این دو و با دامنههم نوسان کنند و جسم وسط کاملا خلاف هم مانندکه هر دو وسط تکان نخورد، و دومی این

𝑥1یکی  ها هستند:ها به ترتیب ایند. به عبارتی جوابدو برابر حرکت کن
(𝑐1)(𝑡) + 𝑥2

(𝑐1)(𝑡) = 𝑥(𝑐1)(𝑡) = و دیگری  0

𝑥1
(𝑐2)(𝑡) = 𝑥2

(𝑐2)
(𝑡) = −

1

2
𝑥(𝑐2)(𝑡)پس، نوسان گاه ساکن است.  کنیم که در هر دو پاسخ، مرکز جرم دست. تاکید می

باشد، البته نه  3𝑘و  𝑘ولی به سختی فنر   𝑚سان و مستقل به جرم دو جرم و فنر یکام از اجسام کناری مانند حرکت هر کد

 . فازهم یا کاملا خلاف فاز حرکت کنندکاملا همیا کاملا مستقل که باید 

,𝑉(eff)[𝑥1پتانسیل موثر حالا به  𝑥2; 𝑡]  .فاز هستند چه فاز یا کاملا خلاف همیی دو جسم همهاببینیم در حالتنگاه کنید

𝑥1فاز باشند، یعنی افتد. اگر کاملا خلاف هماتفاقی می + 𝑥2 = دهد که هر شود و نتیجه می، پتانسیل موثر بسیار ساده می0

𝜔دو جسم با بسامد  = √𝑘/𝑚 در حالتی که  م.یتکنند. درست همانی که انتظار داشنوسان می𝑥(𝑐) = به راحتی پتانسیل  0

𝑥0دهد. البته باید دقت کنیم که در این وضعیت ی وضعیت نخستین را نشان میبه خوبموثر  = 0 . 

مان این است که بسامد معادل هدف توان به کار برد.تر است، اما چند روش برای فهمیدن آن میبررسی وضعیت دوم کمی دشوار

𝜔2 = 3𝑘/𝑚 ای که سمت راست ِ رابطهده ِ بیایید در انتگرال های ممکنیدا کنیم. به عنوان یکی از روشرا در این راه حل پ

𝑥1(𝑡′)، به جای شده(های ساده ( به ازای پارامتر35ی ))معادله ایمنوشته 𝑥(𝑐)(𝑡)برای  + 𝑥2(𝑡′)  بگذاریم−𝑥(𝑐)(𝑡′) .

 رسیم:ی انتگرالی زیر میهگاه به معادلآن

(36) 𝑥(𝑐)(𝑡) = 𝑥0 − √
𝑘

2𝑚
 ∫ 𝑑𝑡′ sin [√

2𝑘

𝑚
(𝑡 − 𝑡′)] 𝑥(𝑐)(𝑡′)

𝑡

0

.  

 یارز معادلهتوان دید که این معادله، هممیهایی سرراست یگیرو با مشتقبه آسانی 

(37) (
𝑑2

𝑑𝑡2
+

3𝑘

𝑚
) 𝑥(𝑐)(𝑡) =

2𝑘

𝑚
𝑥0  

𝑥(𝑐)(0)با شرط آغازین   = 𝑥0  و𝑥̇(𝑐)(0) = 𝑥1طور که انتظار داشتیم بسامد نوسان است. پس همان 0
(𝑐2)(𝑡)  و

𝑥2
(𝑐2)

(𝑡)  مساوی√
3𝑘

𝑚
 است.  

ی  ها باید رابطهایم. بنابراین با توجه به یکسان بودن جرماین واقعیت است که مرکز جرم را ساکن گرفته از راه دیگر استفاده

𝑥 + 𝑥1 + 𝑥2 =  هستند، بنابراین به  فازدو جسم کناری همایم که همواره برقرار باشد. از سویی حالتی را در نظر گرفته 0



𝑥1 ازای این شرط همیشه داریم
(𝑐2)(𝑡) = 𝑥2

(𝑐2)
(𝑡) = −

1

2
𝑥(𝑐2)(𝑡) ی پتانسیل موثر نگاه کنید، . حالا به شکل رابطه

 کنم:(. این رابطه را به این صورت باز نویسی می34ی )یعنی رابطه

(38) 𝑉(eff)[𝑥1, 𝑥2; 𝑡] ≔
𝑘

2
 (𝑥1

2 + 𝑥2
2 − 𝑥(𝑐2)(𝑡)𝑥1 − 𝑥(𝑐2)(𝑡)𝑥2)  

کنیم فاز، تاکید می. در این صورت به ازای حالت هم2𝑥2گذاریم ی دوم می𝑥𝑐و به جای  2𝑥1گذاریم ی اول می𝑥(𝑐2)و به جای 

 شود به:فقط حالت همفاز، عملا پتانسیل موثر تبدیل می

(39) 𝑉(eff)[𝑥1, 𝑥2; 𝑡] =
3𝑘

2
(𝑥1

(𝑐2)
(𝑡)2 + 𝑥2

(𝑐2)
(𝑡)2)  

𝜔که یعنی هر کدام با بسامد  = √3𝑘/𝑚 فاز این کنند. دقت کنید که برای این که بگوییم فقط در حالت همنوسان می

 ایم.وردهرا صریحا آ 𝑐2ی نشانهپتانسیل درست است، 

 

 موثر نیروی الکترومغناطیس کنش  ۴

 ایم، واقعا کاربردا حالا زدههایی که تمثالمان که کنش الکترومغناطیس بود. ی اولیهگردیم به مسالهبازمیبه عنوان کاربرد جذاب، 

بهتری داشت. به  فهومیتر بود و هم تصویر مهای دیگر هم آساننبودند، به این معنی که حل مساله به شیوه کنش موثر روش

هایی که در این م. اما مثالویری که از پیش داشتیم، منطبق کنیکردیم حل از راه جدید را بر تصیاد بیاورید که هر بار سعی می

شده از قبل، در اصل شناسیم، اما این که جواب شناختهزنیم از نوع دیگری است. اگرچه این بار هم جواب را خوب میبخش می

 دهد.تر میتر و جذابش موثر به دست آمده، تصویری زیبااز کن

خواهیم مساله را به صورت دینامیک در این نوشتار نمی ود. اماش( داده می1ی )کنش الکترومغناطیس به صورت کامل با رابطه

گیریم. در این صورت تیک را در نظر میبرای همین حالت الکترواستا تر است وپیچیده ی کنیم. بررسی حالت دینامیکبررس

توان لاگرانژی را سه بخش کرد: به این ترتیب میشود. نوشته می 𝜙لاگرانژی میدان الکتریکی تنها بر حسب میدان اسکالر 

 𝐿intدهیم و بخش برهمکنش که با نشان می 𝐿matterدهیم، قسمت ماده که با نشان می 𝐿𝐸قسمت الکترواستاتیک که با 

 دهیم. پس:نشان می

(40) 𝐿𝐸 = ∫ 𝑑3𝑥 (
1

2
∇𝜙 ⋅ ∇𝜙)  

 و 

(41) 𝐿int = − ∫ 𝑑3𝑥 𝜌𝜙   

کنش مربوط به  نیست. 𝜖0ایم که نیازی به گذاشتن هایی نوشتهدقت کنید که کنش را در واحدچگالی ماده است.  𝜌که در آن 

ترین حالت این است که فقط انرژی جنبشی ماده را در خود داشته باشد و به های مختلفی داشته باشد. سادهتواند شکلماده می

ی ماده نیست. ی ما کنش اولیهکند، اعمال نشود. اما مسالهماده نیرویی به جز همین نیرویی که میدان الکتریکی وارد می

ی بالا حذف کنیم و کنش ، عملا این کمیت را از معادله𝜙ی مربوط به پتانسیل الکتریکی،  نوشتن حل معادله خواهیم بامی

 ایم.قبل به خوبی فرا گرفته موثری بنویسیم که فقط ماده در آن وجود دارد. این کار را در بخش



 لاگرانژی کل برابر است با: به این ترتیب،

(42) 𝐿Total = 𝐿matter + ∫ 𝑑3𝑥 (
1

2
∇𝜙 ⋅ ∇𝜙 − 𝜌𝜙)  

به ازای ی پواسن، گر معادلهبا استفاده از انتشاری پواسن است. بنابراین همان معادله 𝜙ی حرکت به دست آمده برای معادله

اتحاد گیریم. ی فنر انجام دادیم را پی میمانند آنچه در مساله (. فوت و فنی15)  یچگالی بار دلخواه جوابش را داریم: معادله

∇𝜙 ⋅ ∇𝜙 = ∇ ⋅ (𝜙∇𝜙) − 𝜙∇2𝜙 ،ی مرزی، پوشی از جملهی گوس و چشمقضیهگیریم و با استفاده از با به کار می

دانیم که لاپلاسی پتانسیل ی حرکت می. از معادله2𝜙∇ی متناسب با ماند جملهگذاریم. میی واگرایی کامل را کنار میجمله

–برابر است با  𝜌𝜙 شود:و در نتیجه کنش موثر ساده می  

(43) 𝐿matter
(eff)

= 𝐿matter −
1

2
∫ 𝑑3𝑥 𝜌𝜙  

 کنیم. به این ترتیب:  را از کنش موثر حذف 𝜙( استفاده کنیم و کلا 15ی )حالا وقتش است که از رابطه

(44) 𝐿matter
(eff)

= 𝐿matter − 𝑉  

 که 

(45) 𝑉 ≔ ∫ 𝑑3𝑥 ∫ 𝑑3𝑥′
𝜌(𝑥⃗)𝜌(𝑥′⃗⃗⃗⃗ )

8𝜋𝜖0‖𝑥⃗ − 𝑥⃗′‖
.  

نتیجه درخشان . واره مثبتهم ن جمله خودانرژی توزیع بار است ودانیم که ایاز الکترومغناطیس میاین جمله بسیار آشناست. 

ی مربوط به پتانسیل کردیم هم شامل ماده بود و هم پتانسیل الکتریکی. بعد با حل مسالهای که بررسی میی اولیهاست! نظریه

در آن ندارد. یعنی الان الکتریکی، کنشی به دست آوردیم که فقط شامل خواص ماده است و دیگر میدان الکتریکی سهمی 

شود. اگر جور توانیم فکر کنیم که میدان الکتریکی اصولا وجود ندارد و نیروی الکتریکی به صورت کنش از دور منتقل میمی

ایم ماده، تبدیل کرده-میدان الکتریکی-ی اعمال نیرو را از شکل مادهتوانیم بیان کنیم که شیوهدیگر بخواهیم بگوییم این طور می

الکتریکی و  دیدیم که قاعدتا هم نیروای ساده به حالت دینامیک تبدیل کرد، میشد با شیوهاگر مساله را میماده. -ه شکل مادهب

ی میدان کوانتمی دور بین بارها به دست آورد )البته احتمالا به تقریب(. در نظریه شود به صورت کنش ازهم  مغناطیسی را می

های کلاسیک که ما انجام دادیم، در شود. این محاسبهاطیسی تعبیر به وجود ذراتی به نام فوتون میهای الکترومغنکنش میدان

کنیم و به کنش های الکترومعناطیسی را حذف میهای میدانتواند معنی شود که به شکلی حل معادلهبه این شکل می آن نظریه

، اما کنشی که نیروی کولنی را بدهد، یعنی چیزی شبیه کنش بالا، فقط کنندرسیم. واقعا این کار را هم میها میموثر بین بار

  شود. های پایین ظاهر میدر حد انرژی

دو بار  اگر شود.ای چه مینیم برهمکنش دو بار نقطهیبیایید ببایم، که کنش موثر بین بارهای الکتریکی را به دست آورده حالا

  باشند، یعنی چگالی بار برابر باشد با واقع 𝑎⃗2و  𝑎⃗1 نقاط در 𝑞2و  𝑞1ای نقطه

(46) 𝜌(𝑥⃗) = 𝑞1𝛿3(𝑥⃗ − 𝑎⃗1) + 𝑞2𝛿3(𝑥⃗ − 𝑎⃗2)  

 شود بادر این صورت خود انرژی این توزیع بار برابر می

(47) 
𝑉 ≔

𝑞1𝑞2

4𝜋𝜖0‖𝑎⃗1 − 𝑎⃗2‖
+ Ɛ(𝑞1) + Ɛ(𝑞2) 

 
 



از آنجا  ین دو بینهایت کاری با ما ندارند.ای بینهایت. اما ابه ازای بار نقطه است و 𝑞ای ی خودانرژی بار نقطهنماینده Ɛ(𝑞)که 

. این جمله همان پتانسیل د نقش بازی کندتوانی نخست در این پتانسیل میجمله ، تنهاکندها تغییر میفقط احتمالا جای بارکه 

 نام جاذبه است. به روشنی نیروی بین دو بار همنام دافعه و نیروی بین دو بار ناهمکولنی است و 

های همنام ی نهایی آن این باشد که بارتوان کنش خطی دیگری نوشت که نتیجهتواند باشد که آیا میی جذاب این مینکته

 زنیم.. در بخش بعد چنین مثالی میهمدیگر را جذب کنند

 

 ایی نیروی هستهها، شکل ساده شدهموثر پایونکنش  ۵

های شود، اما نظریهای با کرومودینامیک کوانتمی داده میی استاندارد ذرات بنیادی، برهمکنش هستهاگر چه در چارچوب نظریه

توانیم باز به این صورت بخواهیم نگاه کنیم میرا توصیف کنند. توانند این برهمکنش تری وجود دارند که تا حد خوبی میساده

کنند. به تقریب، این پتانسیل همان پتانسیل یوکاواست، یعنی ای دارند، پتانسیلی بین هم برقرار میای که بار هستهکه دو ذره

 [۱] بامتناسب است از هم قرار دارند  𝑟ی که در فاصلهای پتانسیل بین دو ذره با بار هسته

(48) exp(−𝜇𝑟)

𝑟
  

ایم به دست شود با سازوکاری که آموختهشود پرسید این است که آیا این پتانسیل را میسوالی میکمیتی مثبت است.  𝜇که 

نش بگذاریم. در نهایت ای مشخص بنویسیم و بین ذرات و این میدان پتانسیلی برهمکمیدان پتانسیلی آوریم. یعنی کنشی برای

  ای را به دست آوریم. با حذف میدان پتانسیل، کنش موثر و در نتیجه پتانسیل موثر بین ذرات هسته

ی تبادلی است. شاید اگر لاگرانژی را بنویسیم، ها به عنوان ذرهمیدان پایوناستفاده از ، ای که چنین خاصیتی داردنظریه

 ،𝐿𝑁 یکی لاگرانژی مادهها، کنیم. یکی لاگرانژی پایونهای گذشته، لاگرانژی را سه بخش میلتر شود. مانند مثامنظورمان واضح

 ها برابر است با. لاگرانژی پایون𝐿int آخر لاگرانژی برهمکنش و دست

(49) 𝐿𝑝 = −
1

2
∫ 𝑑3𝑥 (𝜕𝜇𝜙𝜕𝜇𝜙 + 𝑘𝜋

2𝜙2)  

بر این داریم  علاوههم عدد موج کامپتون پایون است و متناسب با جرم آن.  𝑘𝜋 ست وهای پایوننماینده  𝜙 ایمیدان نردهکه 

𝜕𝜇 = 𝜕/𝜕𝑥𝜇  که اندیس𝜇 ی مختصات هم مکانی هستند.بقیهی زمانی و تواند صفر، یک، دو یا سه باشد که صفر مختصهمی 

,−)شانگان متریک با هم با ن +, +,  ایم، یعنی داریم:گرفته (+

(50) 𝜕𝜇𝜙𝜕𝜇𝜙 = − (
𝜕𝜙

𝜕𝑡
)

2

+ (∇𝜙)2  

کنیم ی قبل، مساله را استاتیک گرفتید اما در این یکی دینامیک. فکر میاحتمالا اولین اعتراضی که بکنید این است که در مساله 

ای ی قبل هم ابتدا لاگرانژی کامل الکترومغناطیس را نوشتیم که هم پتانسیل نردهجا نیست! چون در مساله که اعتراض شما به

استاتیک. در ی تر بود، تبدیلش کردیم به مسالهالکترواستاتیک جذابی داشت و هم پتانسیل برداری. اما به دلیل این که مساله

کنیم به محدود میخودمان را  ایم اما در نهایتینامیک را معرفی کردهی دمساله کنیم. ابتدااین جا هم همین کار را داریم می

تر از الکترومغناطیس در حالت دینامیک است و برای همین تا مدتی ساده این مساله در حالت دینامیک البتهی استاتیک. مساله



 را در حالت دینامیک بررسی کنیم تا اقعا مسالهکنیم ودر آخر هم سعی می بریم.همچنان مساله را به شکل دینامیک جلو می

 ی کنش موثر را در این حالت به کار ببریم.شود ایدهببینیم می

 معرفی کنیم.گرانژی برهمکنش را هم لاغیر از لاگرانژی میدان، نیاز است که 

(51) 𝐿int ≔ −𝑔 ∫ 𝑑3𝑥 𝜙𝜌𝑁 .  

ی شدگی بین مادههم ثابت جفت 𝑔ایم و نشان داده 𝜌𝑁را با  ای داردای که برهمکنش هستهاریونی، یعنی مادهی بگالی مادهچ

شود که فعلا چندان نیازی به داده می 𝐿𝑁 لاگرانژی ی باریونی با. درنهایت هم دینامیک این مادهباریونی و میدانی پایونی است

های دیگری که با هم این لاگرانژی شامل انرژی جنبشی ذرات باریونی است و احتمالا برهمکنش باز دانستن جزییات آن نداریم.

 هم دارند. 

ای را به دست آوریم، بعد در لاگرانژی، ی حرکت میدان نردهم: ابتدا باید معادلههای بعدی را یک بار سریع مرور کنیبگذارید قدم

ی انتشارگر ید معادلهی حرکت برسیم و جایگذاری کنیم. از آن طرف باخشی از این معادلهای، به بگیری پارهاحتمالا با یک انتگرال

را حذف کنیم تا لاگرانژی موثری فقط بر حسب چگالی  𝜙را حساب کنیم و در نهایت با قرار دادن این جواب در لاگرانژی، میدان 

 ی باریونی به دست آوریم. ماده

 ای است:ی حرکت میدان نردهپس گام اول به دست آوردن معادله

(52) 
𝜕

𝜕𝑡

𝛿𝐿

𝛿[𝜕𝑡𝜙(𝑥)]
−

𝛿𝐿

𝛿𝜙(𝑥)
= 0  

 شود:منجر می 𝑔𝜌𝑁ی گوردون با چشمه-ی کلینی آن معادلهکه نتیجه

(53) (𝜕𝜇𝜕𝜇 − 𝑘𝜋
2)𝜙 = 𝑔𝜌𝑁 .  

داریم و ها برمیرا از روی یکی از میدان 𝜇𝜙𝜕𝜇𝜙��ی جملههای از مشتق ییک ای است. با این کارگیری پاره نوبت انتگرالحالا

 کنیملاگرانژی را به صورت زیر بازنویسی می گذاریم وروی میدان دومی می

(54) 𝐿 =
1

2
∫ 𝑑3𝑥 𝜕𝜇(𝜙𝜕𝜇𝜙) +

1

2
∫ 𝑑3𝑥 (𝜙𝜕𝜇𝜕𝜇𝜙 − 𝑘𝜋

2𝜙2) + 𝐿int + 𝐿𝑁  

ی گوس( است چرا ی مرزی )با توجه به قضیهی مشتق کامل نسبت به زمان و یک جملهی نخست ترکیبی از یک جملهجمله

 که 

(55) 𝜕𝜇(𝜙𝜕𝜇𝜙) = −𝜕0(𝜙𝜕0𝜙) + 𝛻 ⋅ (𝜙𝛻𝜙)  

ی حرکت استفاده کنیم و کنش بالا را ساده کنیم. از پوشید. حالا وقت آن است که از معادلهتوان کلا از آن چشمو در نتیجه می

 نویسیم:ایم یکراست نتیجه را میها بسیار شبیه آن چیزی است که پیشتر انجام دادهآنجا که محاسبه

(56) 𝐿𝑁
eff = 𝐿𝑁 − 𝑉  

𝑉که   ≔ −
1

2
𝐿int . 

ی کنیم تا از انتشارگری استفاده کنیم که در جعبهجاست که مساله را استاتیک میانتشارگر را حساب کنیم. اینباید  حالا

  شود به:ی حرکت تبدیل میدر حالت استاتیک، معادله .(20ی )یعنی معادله به دست آوردیم، انتشارگر



(∇2 − 𝑘𝜋
2)𝜙 = 𝑔𝜌𝑁 

 ایم که جوابش این استیادگرفتهکه 

(57) 𝜙(𝑥⃗) = −𝑔 ∫ 𝑑3𝑥′
𝜌𝑁(𝑥⃗′)𝑒−𝑘𝜋‖𝑥⃗−𝑥⃗′‖

4𝜋‖𝑥⃗ − 𝑥⃗′‖
  

  آیدت میبه این ترتیب پتانسیل موثر بین ذرات باریونی به دس

(58) 𝑉 = −𝑔2 ∫ 𝑑3𝑥 ∫ 𝑑3𝑥′
𝜌𝑁(𝑥⃗)𝜌𝑁(𝑥⃗′)𝑒−𝑘𝜋‖𝑥⃗−𝑥⃗′‖

8𝜋‖𝑥⃗ − 𝑥⃗′‖
.  

ای تهی به دست آمده را تحلیل کنیم. شاید بهتر باشد پتانسیل مربوط به برهمکنش دو ذره که بار هسوقتش است که نتیجه

 ی مختلف:گیرید دو تابع دلتای دیراک در دو نقطهتر باشد. پس چگالی بار را میدارند را به دست آوریم تا تحلیل ساده

(59) 𝜌(𝑥⃗) = 𝑁1𝛿3(𝑥⃗ − 𝑎⃗1) + 𝑁2𝛿3(𝑥⃗ − 𝑎⃗2)  

اگر این تابع چگالی را در پتانسیل به دست آمده قرار  .𝑎⃗2ی در نقطه 𝑁2قرار دارد و بار  𝑎⃗1ی در نقطه 𝑁1به این ترتیب بار  

 آید کهدهیم به دست می

(60) 𝑉𝑁1𝑁2
= −

𝑔2𝑁1𝑁2𝑒−𝑘𝜋𝑟

4𝜋𝑟
+ Ɛ(𝑁1) + Ɛ(𝑁2) 

 
 

𝑟است و  𝑁𝑖بار خودانرژی  Ɛ(𝑁i)که    = ‖𝑎⃗1 − 𝑎⃗2‖ .ای از جنس پتانسیل یوکاوا است و پس پتانسیل بین دو بار هسته

 های الکتریکی.کنند، درست برعکس حالت بارعلامت یکدیگر را جذب میهای همدهد که بارهمچنین علامت منفی نشان می

در کنش ماکسول ضریب کنار توان تا آنجا عقب برد که ت این علامت را میرد تفاو پرسید که این تفاوت از کجا آمد.احتمالا می

(∇𝜙)2 ی استاتیک را در نظر منفی است. اگر فقط مسالهعلامت آن ایم ها نوشتهای که برای پایونمثبت است اما در لاگرانژی

آمدند. اما دیم این دو مساله مشابه هم در میکرانتخاب می یم که اگر از اول علامت را یکسانتوانیم استدلال کنمیبگیریم 

که جای انرژی جنبشی  ایلاگرانژی اصلی نیاز داریم که جملهاستاتیک، بخشی از لاگرانژی اصلی هستند و در  هایقسمت

ور شدن تنها یک مولفه از بردار پتانسیل الکترومغناطیسی است و برای ج 𝜙ی الکترومغناطیس، نشیند مثبت باشد. در مسالهمی

است،  ایواقعا یک پتانسیل نرده 𝜙ی پایون، که مثبت باشد. اما در مساله 2(𝜙∇)همه چیز ناچاریم انتخاب کنیم که علامت 

نشان از انرژی جنبشی است، باید مثبت باشد  𝜙آید و چون مشتق زمانی در می 𝜙̇2برعکس علامت   2(𝜙∇)ی علامت جمله

علامت یکدیگر را دفع کنند و در نیروی های هماین حساب مشخص است که در الکترومغناطیس باید بار و دیگری منفی.  با

  ای باید جذب کنند.هسته

بررسی  شود حالت دینامیکش راتر میای پیچیدگی کمتری دارد و راحتی پتانسیل نردهمساله طور که پیشتر گفتیم، همان

ها را تقریبی جلو ببریم تا دهیم محاسبهشود این حالت را بررسی کرد، ولی ترجیح میکرد. حقیقتش با این که به دقت می

ای، خواهیم ببینیم که وجود برهمکنش از جنس هستهتری به دست بیاوریم. مثلا در این مورد خاص، میهای قابل لمسمفهوم

های شوند. به این منظور حد انرژیسرعت نور جابجا میهایی در چگالی ذرات باریونی درست کند که با تواند موجبه طور موثر می

 های به نسبت یکنواخت را در نظر خواهیم گرفت.کم و چگالی



ی چگالی ماده، های سیستم کم است، یعنی در تبدیل فوریهبرای در نظر گرفتن چنین حدی، باید فرض کنیم که افت و خیز

ای اشند. پس بیایید مساله را در فضای فوریه بررسی کنیم. یعنی هم میدان نردههای با طول موج بلند باید حاضر بتقریبا فقط مد

𝜙 ی باریونی،و هم  چگالی ماده 𝜌𝑁ی دوم ها از مرتبه، را بسط فوریه بدهیم. از آنجا که مساله خطی است، و در نتیجه لاگرانژی

ایم این است ( به دست آورده56ی )مال کرد. چیزی که در رابطهشود در لاگرانژی اعهستند، به راحتی این تبدیل را میها انمید

 که کنش موثر در حالت کلی که وابستگی زمانی را دور نریخته بودیم به صورت 

(61) 𝑆eff = ∫ 𝑑𝑡 𝐿𝑁 +
1

2
𝑆int  

  که

(62) 𝑆int = −𝑔 ∫ 𝑑4𝑥 𝜙(𝑥)𝜌𝑁(𝑥)  

𝑥که  ≔ (𝑡, 𝑥⃗)  به این صورت تعریف شده:گیری المان انتگرالچاربردار مکان است و 𝑑4𝑥 ≔ 𝑑𝑡 𝑑3𝑥.  دقت کنید که

 نوشت های فوریهر حسب مدشود بهمین کنش برهمکنش را می ایم که سرعت نور واحد شود.ها را طوری انتخاب کردهواحد

(63) 𝑆int = −𝑔 ∫
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝜙̃(𝑝)𝜌̃𝑁(−𝑝)  

𝜙̃(𝑝)ایم، یعنی دقت کنید که در هر دو بخش فضایی و زمانی تبدیل فوریه زده ≔ ∫ 𝑑4𝑥 𝑒−𝑖𝑝⋅𝑥𝜙(𝑥) و داریم ، 

(64) 𝑝 ≔ (𝐸, 𝑝⃗)  

همچنین ضرب داخلی با  است. 𝑝ی تکانهچاری میدان پایونی با دهندهنشان  𝜙̃(𝑝) چاربردار تکانه است. یعنی  𝑝و تعبیر 

𝑝ی میکوفسکی تعریف شده: استفاده از متریک ساده ⋅ 𝑥 = 𝜂𝜇𝜈𝑝𝜇𝑥𝜈. لا حل از آنجا که کنش اصلی تقارن انتقالی دارد، اصو

انتشارگر در  وشود های فوریه از بقیه واجفتیده میی حرکت هر کدام از مدتر است. در واقع معادلهآن در فضای فوریه سرراست

 شودی حرکت در فضای فوریه میشود. معادلهتر میاین فضا بسیار ساده

(65) (𝑝 ⋅ 𝑝 + 𝑘𝜋
2)𝜙̃(𝑝) = −𝑔𝜌̃𝑁(𝑝)  

𝐺̃که انتشارگر  = −(𝑝. 𝑝 + 𝑘𝜋
شود کنش موثر را فقط بر حسب چگالی ماده دهد. با داشتن انتشارگر میرا نتیجه می (2

  ( باید بنویسیم61ی )نوشت. یعنی در معادله

𝑆int = 𝑔2 ∫
𝑑4𝑝

(2𝜋)4

𝜌̃𝑁(𝑝)𝜌̃𝑁(−𝑝)

𝑝 ⋅ 𝑝 + 𝑘𝜋
2

 

خواهیم وقتی که میدان میتر است. های خاص بسیار جذابی بالا در حالتحل مساله این جا کامل شده، اما تعبیر کردن معادله

𝑝گی تنها در همسای 𝜌̃𝑁(𝑝) چگالی به نسبت هموار است به آن نگاه کنیم. یعنی وقتی که  = . در این صورت ناصفر باشد 0

ی شود از جملهده ناچیز است. برای همین میهم نزدیک مبدا این انتگرال مهم است و در جاهایی دور از مبدا سهم انتگرالفقط س

𝑝 ⋅ 𝑝  شودچشم پوشید مساله بسیار ساده می در مخرج 

(66) 𝑆int ≃
𝑔2

𝑘𝜋
2

∫
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝜌̃𝑁(𝑝)𝜌̃𝑁(−𝑝) =

𝑔2

𝑘𝜋
2

∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝑑3𝑥 𝜌𝑁(𝑥)𝜌𝑁(𝑥)  

 اگر بخواهیم از این جمله تعبیر پتانسیل بکنیم باید بگوییم که پتانسیلی که ماده به صورت موثر در آن قرار دارد برابر است با :



(67) 𝑈 ≔ −
𝑔2

2𝑘𝜋
2

∫ 𝑑3𝑥 𝜌𝑁(𝑥)2  

ی بالا انرژی در درونشان ای داشته باشیم، به اندازهای از موادی با برهمکنش هستهای است. یعنی اگر تودهکه یک پتانسیل جاذبه

پیشتر  ی دقیقا صفر را نداریم. پس بیایید کنش موثری کهتکانهچاربه مکان وابسته باشد، یعنی که فقط  𝜌ذخیره شده. اما اگر 

 تا اولین مرتبه بسط دهیم. برای این کار لازم است که انتشارگر را بسط دهیم 𝑝به دست آوردیم را بر حسب 

(68) 
1

𝑝 ⋅ 𝑝 + 𝑘𝜋
2

≃
1

𝑘𝜋
2

−
𝑝 ⋅ 𝑝

𝑘𝜋
4

  

 شود با و در نتیجه کنش موثر تقریبا برابر می

(69) 
𝑆int ≃

𝑔2

𝑘𝜋
2

∫
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝜌̃𝑁(𝑝)𝜌̃𝑁(−𝑝) (1 −

𝑝 ⋅ 𝑝

𝑘𝜋
2

)

=
𝑔2

𝑘𝜋
2

∫ 𝑑4𝑥 (𝜌(𝑥)2 − 𝑘𝜋
−2 𝜕𝜇𝜌(𝑥)𝜕𝜇𝜌(𝑥)) 

 

ایم که است. به این معنی به دست آورده ی جدیدی که در کنش موثر ظاهر شد، کنش حرکت یک موج با سرعت نورجمله

 شوند. های چگالی با سرعت نور، آن هم به خاطر برهمکنش با پایون، منتشر میاختلال

کنش موثر  از شودمی کنیم: این کهها اضافه میای که شاید جذاب به نظر برسد را به این محاسبهبرای پایان دادن به بحث نکته

 فرض کرده در حالت استاتیکچه این جا به دست آوردیم درست کرد. ، کنشی مانند آن( 58ی )عادلهدر حالت استاتیک، یعنی م

0𝜌(𝑥)��بودیم که  =  ( باز نویسی کنیم:69ی )پس بیایید با این شرایط معادله .0

(70) 𝑆int = −
𝑔2

2𝑘𝜋
2

∫ 𝑑3𝑥(𝜌(𝑥⃗)2 − 𝑘𝜋
−2 𝛻𝜌(𝑥⃗) ⋅ 𝛻𝜌(𝑥⃗) + ⋯ )  

های با طول موج بزرگ خیزودر حد افت( 58) یخواهیم نشان دهیم این است که پتانسیل به دست آمده در رابطهچیزی که می 

شما را خسته  تا اینجای کار همها سرراست اما طولانی است، و احتمالا شود. از آنجا که محاسبهیجه منجر میبه همین نت

ای که ی خوانندهی دقیق را بر عهدههای محاسبه را ذکر کنیم و محاسبهکنیم خیلی خلاصه، پیچ و خمسعی می ایم.کرده

 ها است بگذاریم. مند به این جور محاسبهعلاقه

بینیم خلاص ( می58ی )کم شکلی از آن که در معادلهتابع گرین، یا دست باید به شکلی از دست مانای رسیدن به هدفبر

  کنیمشویم. برای این کار از اتحاد زیر استفاده می

(71) 
𝑒−𝑘𝜋‖𝑥⃗−𝑥′⃗⃗⃗⃗⃗‖

8𝜋‖𝑥⃗ − 𝑥′⃗⃗⃗⃗ ‖
=

𝛿3(𝑥⃗ − 𝑥′⃗⃗⃗⃗ )

2𝑘𝜋
2

+ 𝑘𝜋
−2𝛻2 (

𝑒−𝑘𝜋‖𝑥⃗−𝑥′⃗⃗⃗⃗⃗‖

8𝜋‖𝑥⃗ − 𝑥′⃗⃗⃗⃗ ‖
)  

گیری ا دوبار انتگرالب ی دومدهد و جملهرا می 𝜌(𝑥⃗)2متناسب با  یعبارت ،گیریم. جمله اول( به کار می58و آن را در پتانسیل )

 ، چیزی شبیه به عبارتکندها را تولید میهای مرزی، مشتق دوم از حاصل ضرب چگالیپوشی از جملهای و چشمپاره

(72) 
1

𝑘𝜋
2

∫ 𝑑3𝑥 ∫ 𝑑3𝑥′𝛻𝜌(𝑥⃗) ⋅ 𝛻′𝜌(𝑥′⃗⃗⃗⃗ ) (
𝑒−𝑘𝜋‖𝑥⃗−𝑥′⃗⃗⃗⃗⃗‖

8𝜋‖𝑥⃗ − 𝑥′⃗⃗⃗⃗ ‖
)  



ی آید که از مرتبهی دیگری هم به وجود میکنیم تا تابع دلتای دیراک به وجود بیاید، اما جمله( استفاده می71دوباره از اتحاد )

𝑘𝜋
رسیم که به عبارتی می جمله را کنار بگذاریم، دقیقای بالاتر عدد موج که کاری با آن نداریم. اگر این است و یعنی از مرتبه 4−

  .( آمده است70ی )در معادله
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